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Философия Природы написана в величайшей книге, которая всегда открыта перед
нашими глазами, – я разумею Вселенную, но понять ее сможет лишь тот, кто
сначала выучит язык и постигнет письмена, которыми она написана.

А написана эта книга на языке математики, и письмена ее – треугольники,
окружности и другие геометрические фигуры, без коих нельзя понять по-человечески
ее слова: без них – тщетное кружение в темном лабиринте.

Галилео Галилей, 1661 год

Если обозначения удобны для открытий, то поразительно сокращается путь к
истине.

Георг Вильгельм Лейбниц, 1721 год

Одной из основных задач теоретического исследования в любой области знания
является установление такой точки зрения, с которой объект исследования
проявляется с наибольшей простотой.

Джозайя Уиллард Гиббс, 1881 год

Термодинамика – это единственная физическая теория универсального
содержания, относительно которой я убежден, что в рамках применимости ее
основных принципов она никогда не будет опровергнута.

Альберт Эйнштейн, 1921 год







«Вызов Арнольда», или взгляд 
математика на физику 



Роль геометрии в физике (I)



Роль геометрии в физике (II)



Поддержка М. Борна

…При новом подходе неизбежна критика
классических доказательств, но это не означает
принижения великолепных достижений мастеров
науки, чья интуиция вывела нас на верный путь –
нужно только отмести в сторону мусор, который не
отваживалась удалить чересчур почтительная
традиционность…

По сравнению с лучшими изложениями
классической теории надо лишь ненамного
продвинуться в исследовании интегрируемости
уравнений Пфаффа, чтобы готовые формулы ТД
посыпались как спелые плоды… (1920 год)



Предостережение Ф.Клейна

…Материал, хорошо известный любому математику (формы 

Пфаффа и т.п.- Авт.) предстает перед новичком не только

переодетым в ТД-одежды, но еще и обремененным огромным и

трудным историческим балластом. Начинающему предлагается, чтобы

по пути, который с большим трудом (!-Авт.) был проделан

первооткрывателями (Карно, Клаузиус), он продирался к цели через

заросли непривычных для него математических понятий…

И все же несмотря на бесспорную красоту этой области, я хотел

бы предостеречь (!-Авт.) от одностороннего увлечения ею. Если

заниматься ТД только в этой абстрактной ее форме, то останется

неразвитым чутье к конкретному частному случаю… (1925 год)



Математики о физике (новый взгляд-1)

… Во всяком случае … понимание должно

предшествовать (!-Авт.) формализации и

обоснованию. Ясное понимание деловой сути

предмета должно достигаться до того, как началась

формализация: когда формализуешь что-то, надо это

уже понимать.

Обосновывать еще не понятую теорию нелепо:

формальный язык не объединяет, а разъединяет

математику, затрудняет понимание.

П. Бамберг, Ш. Стернберг (1990)



Математики о физике (новый взгляд-2)

… Не скованные ни иссушающим алгебраически

– бурбакистским образованием, ни 

обязанностью строго доказывать – или  хотя бы

сформулировать (!-Авт) – свои  утверждения,

физики оказались способными предсказывать

глубокие математические факты в топологии и

алгебре, в теории чисел и алгебраической

топологии…

Майкл Атья, 1990.
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открытый ФО
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квантовая (некоммутативная) версия
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Геометрический подход –
два анзаца Гиббса в ФТД

– однофазный (p=1) и

однокомпонентный (q=1), число ТД степ. свободы r=2.

Правило фаз Гиббса: r=p–q+2. Анзацы Гиббса: существуют

ТД многообразие МТД с размерн. m=2r+1=5,

ТД поверхность ZТД с размерн. n=r=2, ТД база с разм. r=2,

ТД пространство RТД с размерн. 1;   ZТД вложено в RТД .

ТДе={U,S,V,N,...}; энергетич. представление

U=U(S,V,N,...), энтропийное представление S=S(U,V,N,...).

ТДi={1/T,T,−P,µ,...}. «Внешняя» геометрия.



Дифференциальные 1-формы в ТД (I)

Ω=z – ydx – форма Пфаффа, y,x – r-мерные векторы ТД-

сопряженных (экстенс./интенс.) переменных, z – всегда

одномерная (скалярная) ТД-переменная (ТД-потенциал)

МТД – мн-зие {z,x,y}; размерн.1+r+r=2r+1 – всегда нечетн.!

ZТД – интегральное лежандрово подмн-зие: .

z =z(x) – график, y(x)=∂z/∂x – касательное подмн-зие, или 

вектор ур-ний состояния (r=2), h(x)=∂2z/∂x∂x’ – матрица

Гесса – всегда симметричная, h(x)=h(x)tr. Матрица h(x)

совпадает с χ(x) – обобщенных  ТД- восприимчивостей. 



Дифференциальные 1-формы в ТД (II)

Существует (вообще говоря,

бесконечномерная), сохраняющих контактную структуру

на МТД. В частности, в С входит подгруппа масштабных

преобразований Ω → αΩ, где α≠1 – например, переход между U-

и S-представлениями в основном уравнении термодинамики.

Наиболее важной подгруппой является подгруппа дискретных

инволютивных преобразований Лежандра L, обладающих

проекционным свойством L2=L; размерность подгруппыL равна 2r

Задача (пока нерешенная): найти все – или хотя бы некоторые

– ТД-инварианты группы контактоморфизмов С (например, K).



Метризация ТД-поверхности (I)

: матрицы 1-ой (g) и 2-ой (b)

форм индуцированы вложением ZТД в RТД, причем

всегда , тогда как b=±hU,S, но вообще

не является знакоопределенным. Однако физич. 

условие (!) ТД-устойчивости дает , так что

скалярная гауссова кривизна всегда

; след.,ZТД – экстремальная (всюду

выпуклая, эллиптическая) ТД-поверхность.



Метризация ТД-поверхности (II)

метрическая матрица

g не определяется вложением и может быть 

задана с помощью произвольной симметричной

положительно определенной матрицы. Обычно



Переход от ФТД к СТД: введение 
вероятностной меры (I)

Этапы перехода: 1) введение динамического

предмногообразия MD(Больцмана), где De и Di – динамич.

«прообразы» ТД-переменных ТDe и ТDi ;2) введение в MD

вероятностной меры W, обусловленной стохастичностью

теплового контакта, причем De и Di переходят в

случайные динамич. переменные Ďe и Ďi, а MD – в MĎ

(Гиббса); 3) усреднение по мере W, причем Ďe и Ďi

переходят в ТDe и ТDi, так что MĎ→ MTD (Клаузиуса).

Мера W, очевидно, параметризуется интенсивнными

ТД-параметрами окружения (термостата): P0, T0, µ0, …



Переход от ФТД к СТД: введение 
вероятностной меры (II)

Два способа введения вероятностной меры W:

статистическая механика с переходом от

микро- к макроскопическим переменным (гл. IX);

макроскопическая

эргодическая гипотеза и вывод на основе свойства

аддитивности. Стационарная мера W является

тогда , или 



Переход от ФТД к СТД: введение 
вероятностной меры (III)

Фундаментальный результат: ФТД и СТД являются двумя
версиями ( ) единой ТД, поскольку благодаря
стохастическому тепловому контакту 

«под видом» ТД-
восприимчивостей (в отличие, напр., от квантовой механики),
причем эти 

Точнее, для канонической случайной меры W справедливо:

σxx‘=<∆x∆x’> - корреляционная матрица, где <...>=∫...Wdxdx’,
χуу’=hуу’= ∂2z/∂у0∂у0’–матрица обобщенных восприимчивостей=
матрице Гесса ТД-потенциала z(y0) (в простейшем случае y0=β0).



Переход от ФТД к СТД: введение 
вероятностной меры (IV)

Корреляционная матрица – трехкомпонентная:
.

Существенно, что темп-ра (обратная) физ. объекта не является независимой
величиной, а ее флуктуации индуцируются флуктуациями энергии Ĕ физ.объекта.
Именно этой (экстенсивной!) величиной физ. объект обменивается (случайным 
образом!) с термостатом, причем , но ,так 

Далее, оказывается

что является частным (насыщенным) случаем 

Последнее, в свою очередь, является частным (насыщенным) случаем 

для корреляционных ф-ций как 

скалярных произведений, определенных  в пространстве ТД-параметров RTД.



Переход от ФТД к СТД: введение 
вероятностной меры (V)

по сравнению с подходом Гиббса представляется подход 
Эйнштейна – Сциларда к СТД : понятие о вводится непосредственно
в рамках ФТД, но с учетом случайной природы теплового контакта – и, след., .

Основная физич. идея: малый физ. объект (ФО) является для 
большого термостата. для установления теплового 
равновесия необходимо (последнее – лишь в смысле 
среднего значения). 

Но прежде чем выравнивать значения – т.е. адаптировать значение <β(Ĕ)> к β0 –
необходимо оценить β0 по случайным выборкам ТД-сопряженной β величины Ĕ. С 
математич. точки зрения это задача – точнее,
задача фиксированного (но неизвестного) значения β0

для вероятностной меры W. 
Эта задача в принципе в силу неизбежного разброса

значений Ĕ, а именно . Соотв., неизбежно наличие дисперсии σββ>0,
причем  в силу имеетcя нижняя граница: ;
здесь причем так
что воспроизводится ТД-соотношение неопределенности Гиббса – Эйнштейна.



множество всех ф-ций

распределения W(Ĕ;β) заданного типа – напр.,экспоненциального −

со случайным значением β – образует , в к-рое

вводится ψ(W1,W2)≥0 с одним условием ψ(W1,W1)=0

Для малых флуктуаций ∆β=β−β0 любая квазиметрика эквивалентна 

в пр-ве параметров β. Метрической матрицей 

является σF – совпадающая с σĔĔ=χ=h для сем-ва

канонических, или экспоненциальных распределений.

Обобщение подхода Ченцова–Амари на 

: пионерские работы 70-ых годов – Хелстром

(США) и Холево(СССР), а также Ченцова и Морозовой (80-ые), и

далее Петц (90-ые, Венгрия): . 



В этом случае вероятностной мерой является не функция
распределения, а оператор, или , причем
ввиду выбор матрицы Фишера
становится неоднозначным. Это открывает принципиальную
возможность улучшить оценку для дисперсии параметра y,
повысив границу снизу за счет понижения σF.

s,r,l – симметричная, левая и правая. Метрики семейства ВЯД:
Вигнера–Яназе–Дайсона (0≤λ≤½); A(β;λ)=ρ(β)1−λAρ(β)λ; ρ(β)=exp[−βH]
– «тепловая» матрица плотности, или оператор Гиббса – фон
Неймана; КМШ: Кубо–Мартина–Швингера (λ=0),ВАЯ: Вигнера–
Араки –Яназе (λ=½); БКМ: Боголюбова – Кубо – Мори (∫dλ).



Уважаемые

коллеги и друзья,


