
Теория самоорганизованной 
критичности: Наука о сложности 

Подлазов Андрей Викторович 

Институт прикладной математики 
им. М.В. Келдыша РАН 

Tiger@Keldysh.ru 

mailto:Tiger@Keldysh.ru


ПЛАН  ДОКЛАДА  

1. Философское введение 

2. Жизнь на кромке хаоса 

3. Негрубая сложность 

4. Грубая сложность 

5. Простейшая модель кучи песка 

6. Обобщения и приложения 

7. Иерархические системы 

8. Выводы 
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Что такое сложность? 
 Несводимость системы к простой сумме 

слагающих её частей; 
 Эмерджентность – возникновение у целого 

свойств, которыми его части не обладают; 
 Высокое разнообразие поведения, обуслов-

ленное действием единого механизма. 
Любая сложная система нелинейна. В ли-

нейных системах действует принцип суперпо-
зиции (их можно разбирать на части), а след-
ствие соразмерно причине (нет разнообразия). 



Синергетика – нелинейная динамика 
Предмет: универсальные механизмы фун-

кционирования систем различной природы. 
Чтобы быть реализуемым, сложное должно 

быть устроено просто. Простые схемы немно-
гочисленны и потому универсальны. 

Универсальность и простота устройства 
сложных систем – залог их познаваемости. 

Синергетика сопрягает онтологию (учение 
о бытии) и гносеологию (учение о познании). 



Парадигмы синергетики 
1) Самоорганизация – выделение пара-

метров порядка – небольшого набора веду-
щих переменных, к динамике которых под-
страиваются все остальные; 

2) Динамический хаос – непериодиче-
ское поведение в детерминированных сис-
темах; 

3) Сложность – существование на стыке 
порядка и хаоса 



Ключевые проявления сложности 
Масштабная инвариантность – отсутствие 

у явлений собственных характерных размеров 
Склонность к катастрофам – возможность 

сверхкрупных событий 
Целостность – пространственно-временная 

согласованность поведения частей системы 
Грубость свойств – устойчивость качес-

твенных особенностей по отношению к мел-
ким модификациям устройства 



2. ЖИЗНЬ НА КРОМКЕ ХАОСА 

Степенные распределения 

Подходы к надёжности и риску 

Фликкер-шум (розовый шум) 

Фрактальные процессы восстановления 

Целостность и катастрофичность 

 



Степенные распределения 
Плотность вероятности вида 

    1~,~ 1 xxu . 

Расходимость моментов распределения: 

    kdxxuxx kk
k при . 

Редкие крупные события недостаточно 
редки, чтобы их вероятностью можно было 
пренебречь – тяжёлый хвост. 



Типичный вид 
плотности 
вероятности 
некоторых 

распределений 



Подходы к надёжности и риску 
Статистика Аварии гауссова степенная 

Проект-
ные 

В порядке 
вещей 

Регулярно 
происходят 

Запро-
ектные 

Чрезвычайное 
происшествие Иногда происходят

Гипоте-
тические Не бывает 

Крайне редки, но 
всё же происходят 

 



Фликкер-шум (розовый шум) 
Степенной вид спектра мощности на 

низких частотах 

  1~,~ ffS . 

Значительная часть энергии связана с мед-
ленными процессами – прогноз невозможен. 

Фликкер-шум – сильная нелинейность: 
спектральным компонентам нельзя придать 
самостоятельный физический смысл. 



 
Пример фликкер-шума и сигнала 

с выраженной периодической составляющей 



 
Спектры мощности приведённых сигналов 
в двойном логарифмическом масштабе 



Фрактальные процессы восстановления
переменный стандартный 

    1~ TTu  

  2~ ffS    1,~ ffS  



Целостность и катастрофичность 
Степенной вид пространственных и вре-

менны́х корреляций: система долго «пом-
нит» свое прошлое, а её части «чувствуют» 
друг друга на большом расстоянии. 

Для катастрофического поведения части 
системы должны иметь возможность дейс-
твовать согласованным образом. 

Катастрофа – из ряда вон выходящее со-
бытие, много большее типичного (среднего). 



3. НЕГРУБАЯ СЛОЖНОСТЬ 

Изначальная целостность 

Модель конкурентного роста 

Ветвящийся процесс 

Свойства ветвящегося процесса 

Магнитный фазовый переход 

Теория фазовых переходов II рода 



Изначальная целостность 
Возможность влиять на интегральные ха-

рактеристики системы или хотя бы исполь-
зовать информацию о них в локальных пра-
вилах позволяет достигать масштабной ин-
вариантности без взаимодействия элементов 
друг с другом и даже в линейном случае. 

При таком подходе вопрос о механизмах, 
обеспечивающих целостность системы, не 
рассматривается. 



Модель конкурентного роста 

 
Скорость роста агентов, пропорциональна 

их размеру (на деньгу деньга бежит) 



    iii xtgtxfx  ,  поле скоростей 

     tnxutxN ,  количество агентов 

   








ng
n

u
xufN

x
N

t
tx0  

    1~ xxu  распределение агентов 

При g = q/t и n ~ t показатель  = 1/q ≈ 1. 
Рост и образование агентов балансируют-

ся ( ~ 1) за счёт изначальной целостности. 



Ветвящийся процесс 

 



Ветвящийся процесс можно интерпрети-
ровать как эпидемию. 

Что происходит с больным за день: 
 p – смерть (распад); 
 p0 – выздоровление; 
 p1 – без изменений; 
 p1+i – заражение ещё i > 0 человек. 
Предмет анализа – число умерших n при 

1 больном в начальный момент времени 
(число потомков 1 частицы, распавшихся к 
моменту завершения ветвящегося процесса). 



Свойства ветвящегося процесса 
Процесс ветвится при a = i i(i−1)·pi > 0. 
Процесс завершается при m = i i·pi ≤ 1. 
Распределение числа распадов: 

    apmenu n
n 21,21,~ 21    

При m = 1 плотность – чисто степенная 
(критический ветвящийся процесс). 

Для возникновения масштабной инвари-
антности требуется подстройка параметров 



Магнитный фазовый переход 

 
T > Tc – хаос 

 
T < Tc – порядок



Теория фазовых переходов II рода 
   420 mamTTaa 42U c  энергия 

  02 42
3  mamTTa c  равновесие 

При T > Tc есть только одно решение: 

0m  парамагнетик 

При T < Tc появляются ещё два решения: 

  42 2aTTam c   ферромагнетик 



 
Потенциал и бифуркационная диаграмма 

для магнитного фазового перехода 



4. ГРУБАЯ СЛОЖНОСТЬ 

«Песочная» парадигма 

Фазовый переход для кучи песка 

Самоорганизованная критичность 

Механизм самоорганизации 

 



«Песочная» парадигма 

 



Фазовый переход для кучи песка 
Наклон песка z – управляющий параметр. 
Ток песка J – параметр порядка. 
Значение zc разделяет хаотическую (J = 0) 

и упорядоченную (J > 0) фазы. В них система 
не склонна к катастрофам, т.к. возмущения: 
 в хаотической фазе – ещё быстро затуха-

ют во времени и пространстве; 
 в упорядоченной фазе – уже не могут 

ощутимо повлиять на положение дел. 



Самоорганизованная критичность 
Правый край кучи открыт. Песчинки по 

одной добавляются на её вершину. 
Отрицательная обратная связь, подстраи-

вающая наклон к критическому значению zc: 
 при z < zc лавины быстро затухают, не 

достигая краёв кучи, и z увеличивается; 
 при z > zc лавины охватывают всю кучу, 

вынося много песчинок, и z уменьшается; 
 при z = zc лавины едва достигают края. 



Механизм самоорганизации 
Управляющий параметр самостоятельно 

находит априори неизвестное значение z = zc 
при установке параметра порядка в значение 
J = +0, разделяющее временны́е масштабы. 

В результате самоорганизации у системы 
возникают целостные свойства. 

Одна песчинка способна вызвать лавину 
произвольного размера – малые причины 
могут приводить к большим последствиям. 



5. ПРОСТЕЙШАЯ МОДЕЛЬ КУЧИ ПЕСКА 

Модель Дхара–Рамасвами 

Распределение лавин по площади 

Конечно-размерный скейлинг 

Промежуточная асимптотика 

Решение модели ДР 

Экономическая интерпретация 



Модель Дхара–Рамасвами 

 



Распределение лавин по площади 

 



Конечно-размерный скейлинг 
Для системы конечного размера L 

     xLgLxu  

g(y) – скейлинговая функция, 
 и  – скейлинговые показатели 

Размер событий, крупных настолько, что 
уже не подчиняются степенной статистике 

Lx ~1 . 



Промежуточная асимптотика 
При x << x1 

        1 1~ xLgLx  

Средний размер события 

       LxLdxxuxx ~~ 1
1  

Среднее мало́ по сравнению с типичными 
крупными событиями – катастрофичность. 



Решение модели ДР 
Ни одна ячейка не затрагивается дважды: 
S – площадь лавины (число осыпаний); 
T – длительность лавины (число затрону-

тых ею слоёв). 
В критическом состоянии среднее изме-

нение ширины области лавины w(t) от слоя 
к слою равно нулю – диффузия: 

      23

0
~~~ TdttwTSttw

T

  



 
L = 213: S(T) ~ T 3/2; врезка: u(T) ~ T −3/2 



Характерная длительность крупных ла-
вин – размер решётки L: 

23~~
1~

2323
11

1





S

T

LTS
LT

. 

За шаг через систему проходит в среднем 
одна песчинка, что требует ~ L осыпаний 

  3111~ 1  SSSLS  

    2123  STTS dTTudSSu  



Экономическая интерпретация 
Ячейки решётки – экономические агенты. 

Слои – различные уровни передела. Числа – 
отложенные запросы на поставку. 

Каждый агент производит две единицы 
своего продукта, используя по единице про-
дукта, полученного от смежников снизу. 

Добавление единички в верхний слой – 
запрос продукта от конечного потребителя. 

Такой запрос может вызвать вспышку 
активности произвольного размера. 



6. ОБОБЩЕНИЯ И ПРИЛОЖЕНИЯ 

Общее устройство СК–систем 

Функционирование мозга (гипотеза) 

Биологическая эволюция 

Ландшафт приспособленности 

Модель эволюции Бака–Снеппена 

 



Общее устройство СК–систем 
Рост – естественный путь развития эле-

ментов системы. 
Отбраковка – возвращение к началу пути 

наиболее успешных с одновременным до-
полнительным продвижением их соседей. 

Если отбраковка идёт много быстрее, чем 
рост, равновесие достигается в критической 
точке, где события едва происходят, а систе-
ма приобретает целостные свойства. 



Функционирование мозга (гипотеза) 
Стимул требует адекватного отклика. 
Если это не рефлекс, сигнал должен дос-

тичь области коры с нужной информацией. 
Распространение сигнала по нейронам: 

 подкритическое – затухание; 
 надкритическое – взрыв активности. 
Самоорганизация нейронов: 

 часто активируемые – усиление связей; 
 слишком часто – в рефлекторные дуги. 



Биологическая эволюция 
Изменения приспособленности вида: 

1) мутации и отбор – увеличивают; 
2) взаимодействие – уменьшает. 
Взаимодействие между видами: 

 слабое – упорядоченная фаза (некуда эво-
люционировать); 
 сильное – хаотическая фаза (эволюция 

тщетна – эффект Чёрной королевы); 
 умеренное – критическая точка. 



Ландшафт приспособленности 



Модель эволюции Бака–Снеппена 
Приспособленность вида характеризуется 

фитнессом – f  [0; 1]. Чем он меньше, тем 
скорее с видом должно что-то произойти 
(вымирание или псевдовымирание). 

Шаг модели: замена вида с наименьшей 
приспособленностью и двух его соседей, 
взаимодействующих с ним, новыми видами 
со случайными фитнессами: 

   iii fiRff minargгде,1;0, 1   



7. ИЕРАРХИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ 

Пространственная перенормировка 

Модель дефектообразования Блантер–
Шнирмана 

Изменение концентрации дефектов 

Фазовая диаграмма модели БШ 

Динамика переключений модели БШ 



Пространственная перенормировка 
М уст-

роены одинаково на всех уровнях организа-
ци шения. 

нор-
ми огрубление пространственного 
ра  – не-
по я. 

 динами-
ке

асштабно-инвариантные системы 

и, т.е. не меняются при смене разре
Масштабное преобразование (пере
ровка) – 
зрешения. Критическое состояние
движная точка этого преобразовани
Перенормировка – альтернатива

 при анализе критичности. 



Модель дефектообразования 
Блантер–Шнирмана 

 
Элементы – исправны или дефектны. 
Их состояние определяется состоянием 

компонент и восприимчивостью к дефектам. 



sk  ко-
торых ных 
составляющих

p0 – концентрация дефектных элементов 
на нижнем уровне i = 0.  

Изменение концентрации дефектных эле-
ментов p при подъёме на уровень (i  i+1): 

– доля элементов, для дефектности
 необходимо не менее k дефект

 (s1 + s2 + s3 = 1). 

 
     

pFp

pq
psqppsqspF

ii1

 





1
31 3

3
23

2
3

1



Неподвижные точки отображения p = F(p): 
 тривиальные: p = 0, p = 1; 
 критическая: 

10,
13

31 1 


 cc p
s

sp . 
2

Устойчивость неподвижной точки: 

    123 2
32

2
1  pspqsqspF . 

  1 pF  – бифуркация. 



Изменение концентрации дефектов 

Устойчивость не-
подвижных точек:

= 1 – 1 и 3; 
 = 0 – 2 и 3; 

pc = 1/2 – 4. 
само-

организованная 
критичность,  – 
бычная. 

p 
p

Случай 4 – 

3
о



Фазовая диаграмма модели БШ 
1, 2 – критиче-

ое 
при 
p  

0

ского состояния 
нет вовсе 
3 – критическ
состояние – 
выборе p  = 0 c

4 – критическое 
состояние возни-
кает при p   0;1 



Ди Ш 
Возмущение – перекл ния 

одного элемента на нижне . 
Вероятность передачи и наверх: 

намика переключений модели Б
ючения состоя
м уровне (p0 = pc)
зменения 

   
  




1
1  









313
3131

3
1

31

31

ss
ssP

Вероятность затронуть x: элемент размера 

P3   xxu 1 log,~   



 
Случаи предельных значени показателя . й 



8. ВЫВОДЫ 

Физическим выражением сложности яв-
ляются масштабная инвариантность и це-
лостность, математическим – степенные 
распределения вероятностей и корреляции. 

Сложность возникает либо благодаря ис-
кусственной организации (изначальная це-
лостность или тонкая подстройка парамет-
ров), либо в результате самоорганизаци в и 
критическое состояние. 
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