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Почему экономические измерения 

стали проблемой 

• Бюро экономического анализа США признало в 2000 

г. валовой внутренний продукт (ВВП) «одним из 

величайших изобретений XX столетия»  

• ВВП и функция Гамильтона-Якоби в моделях 

экстенсивного экономического роста 

• Стиглиц Дж., Сен А., Фитусси Ж.-П. Неверно 

оценивая нашу жизнь. Почему ВВП не имеет 

смысла? Доклад Комиссии по измерению 

эффективности экономики и социального прогресса.   

 



Почему экономические 

измерения стали проблемой 
• В ночь с 5 на 6 ноября 2010 г. статистическая служба Ганы впервые с 

1993 года обновила веса, используемые при расчёте индексов цен, и 

ВВП Ганы вырос на 60%, в результате чего она официально перешла 

из разряда стран с «низкими» доходами в разряд стран с доходами 

«ниже среднего».  

• В 2010 г. глава статистической службы Греции  Андреас Георгиу был 

отдан под суд и обвинён в пренебрежении национальными интересами 

Греции. А.Георгиу сообщил новые данные о ВВП Греции, а получение 

греческим правительством финансовой помощи зависело от снижения 

отношения бюджетного дефицита к ВВП. 

• В 1976 г. Великобритания, одна из ведущих промышленно развитых 

стран мира обратилась к МВФ за финансовой помощью. В последствие 

выяснилось, что официальная статистика завышала инфляцию и 

занижала ВВП. Ошибочная оценка повлияла на экономическую 

политику  и результаты выборов в 1981 г., которые привели к власти 

консервативное правительство М.Тэтчер.   
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Задача о рационализируемости 
________________________________________________________ 

      – объемы потребления товаров 

    – цены на эти товары 

               – обратные функции 

спроса 

 

       – класс непрерывных, вогнутых, положительно-

однородных и положительных в    функций  

 

 Определение.      рационализируемы в классе       , 

если      такая функция полезности           , что 

)X(XX m ,...,1

1 ,..., mP (P P )

0

))(),...,(()( 1 XPXPXP m

mRint

) X(P 
 0( )F X 

      1 Argmax | ,...,  0 mX F Y P X Y P X ,X , Y (Y Y )   ,

0Φ
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Постановки задачи о рационализируемости

• Существуют                                     такие что

• Существует функция            такая что             справедливо

где Q(P) – преобразование Янга1) функции F(X) 

• Существует                  , рационализирующая обратные 
функции спроса 

1) Преобразование Янга инволютивно в классе      , т.е. двукратное 

применение переводит функцию в себя

Пусть            выполнено                   Тогда следующие 

утверждения эквивалентны:

  0 0, ( ) ,F X Q P 

0, 0 ( ) ( ) ;

0 ( ( )) ( ) ( ) ;

X P Q P F X P X

X Q P X F X P X X

     

   

  0 ,F X 

( )  0 ( ) 0 ;
( )

inf
P X

Q P X F X
F X

  
    

  

( ) ( ( )) ( )P X Q P X F X 

0X 

  0F X 

Предложение 1.

0X  ( ) 0.P X X 

0

 P X
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Критерий рационализируемости – I 
_______________________________________________________ 

Определение.  принадлежит классу        , если  

     и в             выполнены следующие условия: 

1.   

2.   

3.   

4.   

5.          строго квазивогнута; 

6.    хотя бы одно оптимальное на     решение 

)(XF

)()( mRICXF 
mU

;0   0)(  XXF

mRI int

);(int)( 1 mRICXF 

;00,   )()(  XXFXF 
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)(XF

   0Y
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0
inf

)(

,




XXF

YX
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Непараметрический метод построения индекса Конюса-

Дивизиа 

_______________________________________________

Предложение 2

Пусть                                          где                           удовлетворяют 
(I), а

Тогда

( ) 1/tQ P
t
 ( )t t tF X λ ,

t
P X

0
( ) min ,

T
F X P X





 

 
0 0 0T   

( )  0 ( ) 0
( )

inf
P Y

Q P Y F Y
F Y

  
    

  

Такой метод вычисления индексов называется 

непараметрическим методом.
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Индексы цен и потребления. Пример:  

Венгрия 1975-1984. 
___________________________________________________________ 
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Изменение структуры потребления 
_________________________________________________________ 

- Появление рыночных 

отношений на потребительском 

рынке;  

 

- Сдвиг потребления в пользу товаров 

длительного пользования;  

 



 







 











 



 



































Дискретная постановка задачи о 

классе дифференциальной формы 

спроса 
 

Задана торговая статистика 

Требуется представить 

  

0
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Случай k=2: смешанная задача 

линейного программирования с 

булевскими переменными  
 
Совместность системы 
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Пример – товарные группы 

__________________________________ 

 

• Продукты питания (30 видов товаров) 

• Одежда и обувь (5 видов товаров) 

• Жильё и связь (16 видов товаров и услуг) 

• Транспорт и развлечения (13 видов товаров и 

услуг) 
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Модель Хаутеккера-Йохансена 

•                    -технология; 

•        -неотрицательная мера, задающая распределение 

мощностей по технологиям; 

 

•                     - вектор производственных затрат текущего 

пользования; 

•               -  коэффициент загрузки мощности; 

 

•               - производственная функция, т.е. зависимость выпуска 

от затрат производственных факторов. 

 

 

 dx

 1,..., nx x x

 1,..., nl l l

 F l

 u x



Задача распределения ресурсов в модели 

Хаутеккера - Йохансена 
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Обобщённая лемма Неймана - Пирсона 

• Если                     , то задача (1) имеет решение. 

• Если               решение задачи (1), то существуют неравные нулю 

одновременно множители Лагранжа                                            такие, 

что 

 

 

 

 

 

 

• Если                                                                               , то  

                                                

                                        является решением задачи (1).                                                           

 

 

 

 

0l 

 0u x
 0 10, ,..., 0np p p p  

 
 

 

     

0

0

0

0

0 , ;

1 , ;

0 1,..., .
n

j j j

R

для почти всех по мере x таких что p px
u x

для почти всех по мере x таких что p px

p l x u x dx j n









 
 

 

 
   
 
 



     0 10, ,..., 0,
n

n

R

p p p p l x x dx 



    

   0u x p px 



Двойственность производственной 

функции и функции прибыли  

• Функция прибыли  

 

 

 

• Производственная функция                      является вогнутой, монотонно  

       

       неубывающей, непрерывной на  
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Агрегирование 

•             положительно однородная, вогнутая, положительная, 

непрерывная на          функция полезности; 

•            индекс цен.  

 

 

 

 

 

 

•                                   - поставки в j отрасль продукции других отраслей, 

 

•                                - поставки в j отрасль первичных ресурсов. 

•                - производственная функция j отрасли. 
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Задача распределения ресурсов 

(нелинейный межотраслевой баланс) 

                 суммарные поставки первичных ресурсов.  1,..., nl l l
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Равновесные рыночные механизмы 

    Пусть           Для того, чтобы  набор векторов 

    удовлетворяющий ограничениям задачи (3), являлся её 

решением необходимо и достаточно, чтобы существовали  

                                                                         такие, что  
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Агрегированное макро описание 

                                                                   функция прибыли j отрасли.  

 

                - агрегированная производственная функция. 

 

Вариационный принцип (двойственная задача) 

 

 

 

                - агрегированная функция прибыли. 
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Постановка обратной задачи 

 

 

 

 
Найти неотрицательную меру              с носителем в          такую, что 
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Связь с задачами интегральной геометрии  

  

 

 

 
Теорема единственности (Г.М.Хенкин, А.А.Шананин).  

Пусть  заряд              удовлетворяет условиям 

 

 

 

 

где K – открытый конус в         Тогда  
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Теорема о характеризации (Г.М.Хенкин, А.А.Шананин) 

 Функция                 представима в виде  

 

 

где          неотрицательная мера с носителем в         удовлетворяющая 

условию (4) тогда и только тогда, когда  

1)             положительно однородная, выпуклая функция на    

причём при фиксированном               мера 

экспоненциально убывает при  

 

2) функция                                                                      и  для некоторого 

 

открытого конуса                     и  некоторого             при любых  
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Пример 1 

Пусть n=2, производственная функция типа CES  

  

 

 

Тогда функция прибыли равна 

 

 

 

 

При             существует распределение мощностей по технологиям, 

соответствующее этим функциям. 
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Пример 2 

Пусть 

 

 

 

 

Тогда 

 

 

 

Обозначим  

Получаем   

   
     

       

0 0 0 0

0 1 2 1 2

1 0 1 2

1 2

2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 0 1 1 2 2

2, 2, , min , ,

, , ,

, , , 1,2,

, , .

j j j

m n F X X X X

dx k x z z z z

dx k x y k x y y y y j

k k k y y y y

 

  

  

  

     

   

           

          

1 2

0 0 2 0 0 2 0

1 2

0 1 0 0 2 0

, max min , ,

min , .

A s p k k p s z y k k p s z y

k k p s z y k k p s z y

  

 

       

     

   2 2 1 2 1 2

1 2, .K s R sy sy K s R sy sy      

         

   

     
 

0 0 0 0

0 0

0

, , , , ,

, , ; ,

,
, .

max

max

n

A

j j j

j R

A n

j j j

j

j

j j

j

s p s p s p p sx dx

s p s p при s K R K

s
G s G s G s e d 

















     

   

 
   

 







Теорема о стабильных соответствиях 

(А.В.Карзанов, А.А.Шананин) 

Пусть                                                                        и  C конус в 

Определение. Биекцию                   назовём C-стабильным 

соответствием, если для любых                                      из 

следует, что 

 

Теорема. Для того, чтобы биекция                  была C-стабильным 

соответствием необходимо и достаточно, чтобы для любых 

если                              то 

если                                    то существуют такие числа 

что   
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Модель отрасли с замещением производственных 

факторов на микро уровне 

               положительно однородная первой степени, вогнутая, 

непрерывная функция на         положительная на  

Параметры технологии задаются вектором 

 

Производственная функция на микро уровне 

 

Примеры: леонтьевская функция с постоянными пропорциями 

                                   соответствует производственной функции на 

микро уровне в модели Хаутеккера – Йохансена;  

CES функция  

 

  

  

 f u

,nR
int .nR

 1,..., .nx x x

1

1

,..., n

n

uu
f

x x

 
 
 

   1min ,..., nf u u u

   
1

1 1... ... , 1.n nf u u u u u  
  


        



Задача распределения ресурсов с замещением 

производственных факторов на микро уровне 

 

 

(5) 

 

 

 
Положим  
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Исследование задачи (5) 

• Если           то задача (5) имеет решение в классе вектор – функций 

           с интегрируемыми по мере             компонентами.  

• Для того, чтобы распределение ресурсов 

удовлетворяющее  ограничениям в задаче (5), было её оптимальным 

решением необходимо, а при             достаточно, чтобы существовали 

такие не равные нулю одновременно числа                                           что, 

 

 

               при почти всех по мере                         таких, что                                    
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Двойственность производственной функции и 

функции прибыли в модели с замещением 

производственных факторов на микро уровне  
• Функция прибыли  

 

 

 

• Производственная функция                      является вогнутой, монотонно  

       

       неубывающей, непрерывной на  
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Пример 3 

Пусть 

 

 

Тогда 
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Характеризация преобразования (6) 

(А.Д.Агальцов) 

Обозначим 

 

 

 

 

 

 

Тогда 
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Задача об оценке эластичности замещения 

производственных факторов на микро уровне  

Исходные данные:                                  где         вектор цен на 

производственные факторы,      цена на выпускаемую продукцию, 

     объём произведённой продукции в период времени t. 

Пусть  

 

Постановка задачи: найти значения        при которых существует  

неотрицательная мера                удовлетворяющая 
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Исследование проблемы моментов (7) 

 

Гиперповерхности                                                                          разбивают 

множество          на области         . Сопоставим каждой области 

       булевский вектор (спектр области)                                                     где 

 

 

 

 

 

Обозначим через                                          спектр разбиения, т.е. 

 множество векторов            построенных  по всевозможным областям 

 разбиения        гиперповерхностями                                     

Предложение 1. Проблема моментов (7) разрешима тогда и только тогда, 

 когда вектор                      принадлежит выпуклой конической оболочке  

спектра 
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Необходимое условие разрешимости 

проблемы моментов 

Определим для каждого                      вектор 

компоненты которого соответствуют областям     и вычисляются по 

 следующему правилу  

  

 

 

Необходимое условие разрешимости проблемы моментов 

Пусть          и         произвольные подмножества множества 

Если                             то   
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Дискретная выпуклость 

Предложение 2. Необходимое условие оказывается и 

 достаточным условием  разрешимости проблемы  

моментов (7) тогда и только тогда, когда конус 

                                               является дискретно 

 выпуклым, т.е. все вершины полиэдров 

                                                              и 

 

 

 имеют координаты, принимающие лишь одно из трёх 

 значений   
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Плактический моноид 

Луч 

                             порядок пересечения с лучем 

     элементарная транспозиция         и  

в текущем порядке 

Соотношения Мура-Кокстера 

1. 

2.                     если 

3.   
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Ромбические тайлинги 

Рассмотрим случай, когда             Обозначим                                   . 

Области V поставим в соответствие точку                 . 

Точки, соответствующие соседним областям, соединим отрезками. 

Полученная фигура будет являться ромбическим тайлингом, 

соответствующим разбиению. 

Точкам пересечения кривых разбиения соответствуют ромбы 

 ромбического тайлинга 

2.n 
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Условия разрешимости проблемы 

моментов 

Предложение 3. Пусть порядок 

такой, что                                          . Если змейка, 

 соответствующая порядку     содержится в 

 ромбическом тайлинге, построенном по разбиению    , 

то проблема моментов (7)  разрешима. 

Если змейка,  соответствующая порядку      выходит за  

пределы ромбического тайлинга, то построенного по 

 разбиению    , то проблема моментов (7) не  

разрешима.  
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Деформации разбиений и флипы ромбических тайлингов 

При изменении                        любые три 

кривые пересекаются в одной точке 

не более одного раза; при этом спектр  

разбиения изменяется в результате  

операции флипа. 

Теорема (Леклерк Б., Зелевинский А.В.) 

Любые два полных ромбических тайлин- 

га можно перевести друг в друга пу- 

тем последовательного применения  

конечного числа операций флипа. 

Дополнение (Е.Г. Молчанов) 

Теорема верна для ромбических тай- 

лингов с одинаковыми верхней и ниж- 

ней границей.  

[ 1;0) (0; )   
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